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Summary: The symmetrical bending 0/ a circular plate 01 variable thic7cness with a 
eircular hole at tlul center und witk a symmetrimlload distribution is discussed. 1'his proble,,!, 
kads /0 a system 0/ four differential equations 01 the first order tOT the geometricul and ~yna"!l" 
cal magnitude8 of tlul plate. Under certain conditions, lkis 8ystem can be solved by ~tera~.?,",. 
The problem 0/ cunvergence is discussed using une 0/ tke related integral equations, an8lng 
Irom a Hilbert variational principle. In tke case 0/ convergence the solution 01 the problem 
can be Obtained by successive numerical integrating processes. 
Iobaltsühersieht 
Für eine Kreisringplatte herrsche geometrisch und dynamisch Kreissymmetrie. Die 
Plattendicke kann dabei noch veränderlich und etwa numerisch vorgegeben sein. Es wird 
ein System von vier Difierentialgleichungen 1. Ordnung für die Beanspruchungen und die 
geometrischen Größen der durchgebogenen Platte angegeben, das iterationsfähig ist. 
Die Frage nach der Konvergenz des Iterationsverfahrens wird dadurch erledigt, daß man 
zu einer der Integralgleichungen des Plattenproblems übergeht, die einem Hilbertschen 
Variationsproblem entspricht. Der Iteration des Difierentialgleichungssystems entspricht 
die Bildung der ,,Neumannschen Reihe" dieser Integralgleichung; die Konvergenz-
untersuchung reduziert sich damit auf die Aufgabe, den kleinsten Eigenwert des Kernea 
d~r Integra~eichung zu finden. Es werden Verfahren angegeben, die es gestatten, diesen 
Eigenwert emzogrenzen. Ist Konvergenz vorhanden, so erhält man die gesuchten Platten-
funktionen durch eine Folge reiner Integrationsprozesse, die auch numerisch abgewickelt 
werden können. 
C:Ci~ I~---"i 
.Abb.l 
Wir benutzen folgende Bezeichnungen (Abb. I): 
Außenradius der Ringplatte .......................... R 
InnenradIus der Ringplatte ..........................• a 
Laufender Radius .....•.•...•.......................• r 
Plattendicke • • • . • • . . • . . .••.•••••••••••••••••••••••. " A (r) 
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Plattensteifigkeit ................................... . 
(Elastizitätsmodul E, Querkontraktionsziffer '1') 
Durch biegung ....................................... . 
Radiales Biegemoment .............................. . 
Tangentiales Biegemoment .......................... . 
Querkraft .......................................... . 
Belastung .......................................... . 
TE· h3 (r) ~, (r) = ------
12(1-,,'( 
wer) 
mr(r) 
mp (r) 
Pr(r) 
per) 
D!e - hier als bekannt vorausgesetzten - Plattengleichungen sind 
(a) die Spannungs-Formänderungsbeziehungen 
m,=-N(r)[wll+i w'], (al) 
mp=-N(r>[v'wll +! w'] 
't ' dw Inl W = dr USW.; 
(ß) die Gleichgewichtsbedingungen 
(rp,),= -rP(r), 
(rm,), = rpr + mp' 
Diese Gleichungen gelten unter der Voraussetzung kleiner Durchbiegungen 
und unter Vernachlässigung der Querkraftverformung. 
Um aus den Gleichungen (a) und (ß) ein iterationsfähiges System zu ge-
winnen, führe ich folgende Funktionen ein: 
Ql = w ..•...•• Durchbiegung der Platte; 
Q2 = W' ........ Neigung der Platte; 
PI = 2n . rpr ........ Querkraft am Umfang eines Schnittes 
r = const; 
P 2 = - 2n' rmr •••••••• Umfangsmoment am Schnitt r = const; 
P*(r) = 2nr· per) ........ Belastung eines Ringes vom Radius r mit 
der gedachten Breite I; 
und N*(r)=2n·N(r). 
Ferner erweist sich die Einführung eines Parameters Ä = -(1- r) als 
zweckmäßig. :Mit Hilfe von (a2) läßt sich nun in (ß2) das tangentiale Biege-
llloment elinlinieren, und man erhält mit den soeben eingeführten Bezeich-
nungen das Differentialgleichungssystem (DGl-System): 
Q; = Q2' 
Q2+ ; Q2 = 1'::(r) , 
~ = -P*(r), 
r V .N*(r) P ß - -P2 =-A--Q2- Pl' Q r r 
Um sich von den speziellen Abmaßen der Platte unabhängig zu machen, führt 
lllan dimensionslose Größen bzw. Plattenfunktionen ein durch 
r = R· (}. N*(r} = N:' O(e). 
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wobei N~ eine geeignet zu wählend~ Bezugssteifigkeit ist, und 
N* QI = Bql' PI = RO PI' 
Qz = qz, P z = NriPz, 
N* 
P*(r) = R~ /(1}) , 
So erhält man die Plattengleichungen in dimensionsloser Form: 
q~ = qz, I p~ = - f (e), 
p (a) ,v l&(q) 
q; + -; q2 = q&(q)' Pz - !! pz = - e q2 - PI 
't' dql u-ml ql = -dq USH. 
Der Vergleich dieses Systems mit den DGln der elementaren Biegetheorie 
des geraden Balkens: 
:~ = y',} ~-~ =-q(x), } (b) i'~ = - Er:1(x)' (a) ~~ = Q 
ist nicht ohne Interesse, Ist der Balken statisch bestimmt gestützt, so kann 
man aus den DGln (b) das Biegemoment M und die Querkraft Q bestimmen, 
ohne auf die Spannungs-Formänderungsbeziehungen (a) eingehen zu m~en, 
Ist die Stützung n-fach_statisch unbestimmt, so hängt die Lösung der GleIch-
gewichtsbedingungen (b) von n Konstanten (den überzähligen A~flager­
reaktionen) ab. Diese werden dann bei der Integration der DGln (a) fe~­
gelegt, wo man n geometrische Rand- bzw. Übergangsbedingungen zu "?el 
hat. Im Falle der kinematisch unbestimmten Stützung schließlich (man moge 
ihn sich realisiert denken durch eine offene Kette von m gelenkig miteinander 
verbundenen Balken, die einmal zweiwertig und (m - n)-mal einwertig ab-
gestützt ist, wobei höchstens '!} Balken ohne Stützung sind), wenn also in d~ 
Gleichgewichtsbedingungen (b) n dynamische Randbedingungen überzählig 
sind, ist das BaIkensystem beweglich - es fehlen nämlich in den DGln (3) 
11. geometrische Randbedingnngen -, und es ist Gleichgewicht nur möglich. 
wenn die Belastung bestimmten Bedingungen genügt. . 
Die Platte hingegen ist "funktional statisch unbestimmt" ("innerlich 
statisch unbestimmt"), denn die Gleichgewichtshedingungen enthalten, für 
sich betrachtet, eine willk.ürliche Funktion qa; sie reichen daher auch da.n;R 
zur Berechnung des Umfangsmomentes nicht aus, wenn bei bekanntem q2 dit't. 
Auflager- und tThergangsreaktionen ermittelt werden könnten. Wir wollen 
jedoch in Anlehnung an die Sprechweise der Balkentheorie die Ringplatte 
als statisch bestimmt, statisch unbestimmt, kinematisch unbestimmt gestütd 
bezeichnen, wenn es der einem radialen Plattenschnitt entsprechend getagerte . 
Ba.1ken ist (Abb. 2). Man entnimmt der Abb. 2, daß auch bei kinematisch 
unbestimmter Stützung die Platte unbeweglich gelagert ist, im Gegensats 
zu analog gestützten Balken. - . 
Der. A~u .der .PJattenglei?hungen (a) und (b) legt den V~ ... 
nahe, SIe mlt Hilfe emes Iterationsprozesses zu lösen. Im Falle statiSdl 
bestimmter Stützung etwa so: Man nehme in den DGln (b) für die PlatteJl: 
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neigung q2(e) irgendeine Näherungsfunktion q~Ol an und berechne durch 
Integration dieser Gleichungen Näherungsfunktionen p{l) und pU) für die 
Umfangskraft und das Umfangsmoment. Setzt man p~l) in das System (a) 
ein, so gewinnt man durch . 
Integration Näherungslösun-
gen q~l) und q:!l) für Neigung 
und Durchbiegung der Platte. 
Mit q~l) in die DGIn (b) hinein-
gehend wiederholt man den 
Prozeß, der jetzt zu den 
Näherungsfunktionen p{2) ,p42), 
und über (a) zu q~2), q{2) führt, 
usw. Unterscheiden sich, im 
Rahmen der vorgegebenen 
oder erreichbaren Rechenge-
nauigkeit, die Funktionen 
q{fHll, ... p4n+1) nicht mehr von 
den Funktionen q{n), ... pi") 
kommt also das Verfahren 
"zum Stillstand", so ist die 
t?iU22nZ222~.! ~?U?UU?2?2i 
1II Ein/ach kinemali5Ch Jbutimmte Stützung 
Abb.2 
Aufgabe mit der entsprechenden Genauigkeit gelöst. 
Bei kinematisch unbestimmter Stützung wird man, z.B. im Falle der 
Abb.2, III, so vorgehen: In den DGln (a) wählt man irgend eine Näherungs-
funktion piO) für das Umfangsmoment. Die Lösungen q~O) und qiO) &u- DGln 
(a) enthalten eine willkürliche Konstante co, da man eine geometrische Rand-
bedingung zu wenig hat. Mit der Näherungsfunktion qiO) geht man in die 
Gleichgewichtsbedingungen (b) ein, aus denen man durch Integration die 
Näherungsfunktionen p{ll und p~l) bestimmt, unter Elimination der Kon-
stanten Co mit Hilfe der überzähligen dynamischen Randbedingung. Mit p~l/ 
statt p~O) beginnt dann in den DGln (a) der neue Kreisprozeß. Analog geht 
man bei statisch unbestimmter Stützung vor, wie wohl nicht näher ausgeführt 
zu werden braucht. 
Jedenfalls liefert das Verfahren, wenn es konvergiert, in durchsichtiger 
Weise die gesuchten Plattenfunktionen ql' Q2' Pt, Pz, wobei man es noch in 
der Hand hat, die Rechengenauigkeit - die Integrationen lassen sich bequem 
numerisch durchführen - und den Grad der Annäherung den praktischen 
Bedürfnissen anzupassen. Aber die gewünschte Konvergenz ist keineswegs 
immer vorhanden, und wir müssen uns daher nach einem Konvergenzkriterium 
umsehen. Es entspricht nun ganz dem Sinne unseres Verfahrens, das keine 
Differentiations-, sondern nur Integrationsprozesse benutzt, wenn wir für 
die Konvergenzuntersuchung zu einer Integralgleichung (IGl) übergehen, die 
dem DGI-System (a), (b) mitsamt seinen Randbedingungen äquivalent ist. 
Das empfiehlt sich auch deshalb, weil wir UDS nach dem tibergang zur IGI 
anf die fertig vorliegenden Methoden der lGI-Theorie stützen können. 
Um diesen 'Übergang in rationeller Weise durchzuführen, gehen wir von 
der Tatsache aus, daß die Plattengleichongen (a.) und (b) die Eulerschen 
DGln eines Variatiousproblems s:ind.Führen wir nämlich eine Funktion 
H (ql dIll; Pt. Pt; (!) der vier pJattenfllnktionen und der unabbAngigwm Ver-
'1 ~ AblaudI. IV,lll62. 
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und betrachten im Integrationsgebiet .i = a < e < 1 das Variationsproblem 
(KI ): 1 
Ö J [PIP~ + P2q; - H(ql' qa; Pl' P2; ende = 0, 
« 
so entstehen bei der Variation des Integranden nach den als voneinander 
unabhängig anzusehenden Funktionen ql' Q2' Pl' Pa die DGln 
,oH , oH 
ql = OPl' Pt = - Oql' 
, oH , oH 
Qa=OP2' Pz =-aq2 
als notwendige Extremumsbedingungen, denen die Lösungen des Variatio~' 
problems (KI ) genügen müssen. Die Nachrechnung ergibt, daß dies gerade die 
Plattengleichungen (a) und (b) sind. Ferner ergeben sich die Rand· und Über· 
gangsbedingungen 
PI öql + P2ÖQ'l. = 0 
an den Rändern e = a, e = 1 des Integrationsgebietes und an den Übergangs· 
stellen e,. = a,.. 
Sind also, beispielsweise in einem freien Rand, Durchbiegung und Neigung 
unbekannt (öqt, Öq2 unbekannt), so ergibt die obige Randbedingung, da~ 
in diesem Rand Umfangsmoment und Querkraft verschwinden müssen, Wie 
es ja den tatsächlichen Verhältnissen entspricht. Solche sich von selbst aus der 
Extremumsfordenmg ergebenden Randbed:ingungen heißen "natürliche R~d. 
bedingungen" des Variationsproblems, im Gegensatz zu den "Zwangsbedin' 
gungen", die am Rande den zu variierenden Funktionen von vornherein auf· 
. erlegt sind. Zum Variationsproblem (KI ) gehören also als Zwangs bedingungen 
die geometrischen Randbedingungen, während sich die dynamischen Rand· 
bedingungen als natürliche Randbedingungen dort ergeben, wo die ent· 
sprechenden Zwangsbedingungen fehlen. 
Ein weiteres Variationsproblem (Ka): 
1 
Ö J[qlP~ + qaP; + H(ql,q2;Pl, pz; e)]de = 0 
11 
liefert ebenfalls die Plattengleichungen; gegenüber (KI ) vertauschen jedoch 
in (KJ Zwangshedingungen und natürliche Randbedingnngen ihre Rollen. 
Mit dem Variatiom;problem (V.P.) (K1 ) [bzw. (K2H haben wir unserer Platten· 
aufgabe ein ,,kanonisches Variationsproblem" zugeordnet; die Platten· 
gleichungen (a) und (b) sind die zugehörigen ,,kanonischen Gleichungen". 
(Systematisch gewinnt man diese Darstellung über eine ,,Legendresche 
Transformation" aus dem Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie). 
Die Freiheit, im kanonischen V.P. alle Plattenfunkti.onen unabhängig von-
einander variieren zu können, schränken wir nun dahingehend ein, d&ß wir 
im V.P. einen Teil der dureh die DGln des Problems gegebenen Zusammen-
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hänge berücksichtigen. Um ein Beispiel vor Augen zu haben, zeigen wir den 
Vorgang für eine Ringplatte, die im Außenrand (e = I) eingespannt ist und 
im Innenrand (e = a) so geführt wird, daß dort ihre Neigung Null ist 
[qz(a) = 0]; Abb. (3): 
Drei geometrischen Randbedingunen: 
gI(I) = 0, q2(1) = 0, qz(a) = 0 steht eine 
dynamische Randbedingung gegenüber: 
PI (a) = O. Die Platte ist also einfach sta-
tisch unbestimmt gestützt. Man beachte, daß 
hier die homogenen Gleichgewichtsbedin-
gungen (b) für Ä = 0 die Lösung 
PI (e) "'" 0, P 2 (e) = X . eV Abb. 3 
mit einer willkürlichen Konstanten X haben. 
Wir lassen nun im V.P. (K2) nur solche Funktionen zur Konkurrenz zu, 
die den DGln (b) genügen, und erreichen dies, indem wir - zunächst ganz 
formal- im V.P. (K2) die Ableitungen PI und pz gemäß (b) durch PI> Pa und 
g2 ersetzen. Dann entsteht ein V.P. (B): 
1 
b~ f [~-Ä' IJ(e!q2] do = 0 2 eIJ(e) e 2 ~ . 
" 
unter den Nebenbedingungen (b): 
," D(e) P~ = -f(e), P2- (i P2 = -l-e-ga - P1 
mit PI (a) = O. Der Sinn dieses V.P. ist: Man wähle für die Neigung qz(e) 
irgendeine Funktion, bestimme durch Integration der DGln (b) das Umfangs-
moment P2 als Funktion der Belastung (die Umfangskraft PI ist nach der 
ersten der DGln (b) als bekannt anzusehen), setze alles in das V.P. (B) ein 
und lege die willkürliche Funktion q2 durch die Extremumsforderung fest. 
Analytisch: Durch Integration der zweiten Gleichgewichtsbedingung erhält 
man: 
e 
P2(e) = Xe7- J e7a-t:t· D~) qa(a) + PI (a)lda 
" oder, mit 
. J e' rr' für a < a < e ~ I, 
~Jlo(e, a) = t 0 für a ~ e < a < I: 
1 
Pa(e) = X . e' - f il,Ro(e, a) [1 IJ~) qll(u) + Pt (a) 1 da. 
« 
Durch die Einführung des (unsymmetrischen) "Kernes" IDlo(e, a) haben wir 
es erreicht, daß die Integration über dasselbe Grundgebiet erfolgt wie im 
V.P. (B). 
Wir führen ein: 
~(e) = e', g(e) = l D!e)Qs(t!) + Pt(e) 
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und bilden: 
1 
p 2 (n) = X2tp2(e) - 2X . J 'mo(e, a) . tp (e) . g(a)da 
2 '" « 
11 
+ J f 9)(o(e, a) 'mo(e, T) g(a) g (T) da d-r. 
Dies setzen wir in das V.P. (B) ein und bekommen: 
b!{X2.J1 'l'2(e)de_2X.J1 ~(a)g(a)da 
2 e{}(e) 
«« (*) 
+ ! ! K,(a,Tlg(alg(TldadT-Ä' ! .. ~)q,(alda}~o 
1 
mit ~(u) = f IDto(e,a)· :;~!jde 
I 
und Ko(U,T) = J 9Jlo(e, 0') ·e~(I!) ·'mo(e, T)de· 
Der symmetrische "Kern" Ko(a, T) ist, als Funktion von (J und -r, stetig und, 
wie sich zeigen läßt*), positiv definit. Für a> 0 ist er beschränkt. 
Die Konstante X und die Funktion q2 müssen nun so bestimmt werden, 
daß die Extremumsforderung erfüllt wird. Zunächst ermitteln wir X, indem 
wir in (*) nach X differenzieren und das Ergebnis gleich Null setzen. Das ergibt: 
1 f ~(11) g(a) da 
X=:...«~--j rM de 
" el)(e) 
Mit diesem Wert gehen wir in (*) ein. Dann entateht ein neues V.P. (B2): 
Ö ! {! ! K (U, T) [i. fi~fT) q2(a) + Pt (0') H ).f ~T) q2(T) + PI (T)] dalt. 
f1 fi(u) } -i. .. ----;rqi(a}au =0, 
mit dem ebenfalls symmetrischen, stetigen, positiv definiten und für CI >- 0 
beschränkten Kern . 
K(a, T) = Ko(u, T) _ ~(fT). QJ(-c) • 
f ,;cfr dfl 
" el)(q) 
• *) VgL W. Günther, ,.Die Biegaug ~er Ringplatten ~: 
Dicke lila PIOb~ der Variationsreehmwg". Dia&. BrallllilOhweig 1M' 
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Durch Variation nach qa entspringt diesem "Hilberts~hen Variationsproblem" 
eine "Integralgleichung zweiter Art": 
1 1 
q2(O') -). f K(a, T) O;T) q2(T)dT = J K(O',;) Pl (T)dT = 11(0') 
« « 
für die Plattenneigung q2' Sie läßt sich leicht vollständig symmetrisieren durch 
die Substitutionen 
y(a) = q2(a) . VO~0"5, F(O') = F(O')' VD~u), 
K( ) - K-( ) VO(u) -OfT) 0', T - a, T' ~ u: T- , 
und ninlmt dann die in der IGl~Theorie gebräuchliche Form 
1 
y(u)-).! K(O',T)y(-r:)d-r:=F(a) 
« 
an. 
Wir haben damit die vier Plattengleichungen (a) und (b) in eine IGI für 
die Plattenneigung umgesetzt, in die schon sämtliche Randbedingungen des 
Problems hineingearbeitet sind: die dynamische Randbedingung Pl(a) = 0 
wurde bei der Berechnung der Funktion F(a) benutzt, während die drei 
geometrischen Randbedingungen als die natürlichen Randbedingungen des 
V.P. (B) den Aufbau des Kernes K(O',') bestimmen. Tatsächlich haben wir 
auf dem Wege über das V.P. (B) nur die Aufgabe gelöst, aus den Platten-
gleichungen durch Elimination des Umfangsmomentes Pi bei gleichzeitiger 
Integration eine einzige Gleichung für die Neigung qz herzustellen, und zwar 
mit Berücksichtigung aller Randbedingungen des Problems. Dieser ProzeB 
hätte sich auch an den DGln (a) und (b) selbst durchführen lassen, also ohne 
Benutzung eines V.P. Unser Verfahren trägt aber insofern weiter, als es einen 
systematischen Weg zur Behandlung auch komplizierterer Probleme vor-
zeichnet. Es ist nun leicht, ein Konvergenzkriterium für unser Iterations-
verfahren zu finden. Der Kern K(a, -r:) hat abzählbar unendlich viele reelle, 
positive Eigenwerte ).1' ).2' ... , die w:i,r uns der Größe nach geordnet denken: 
~ <).t < . ". Zu diesen Eigenwerten gehören Lösungen Yi(O') der homo-
genen IGl: 
l' 
udu) - Äj! K (a, T) y;(T) Ih = O. 
« 
Diese Lösungen denken wir uns orthonormiert, d.h. es sei: 
1 /0 für i=\=1, ! Yi(O')y.(O')aa= '1 . für i = 1. 
Yach de~ Mercerschen Satz ist der Kern nach diesen "Eigenfunktionen" Y • 
. entwickelbar: 
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und diese Reihe konvergiert gleichmäßig und absolut in beiden Variablen 
(1 und •. 
Unser lterationsverfahren ist nun, genau der folgenden iterativen Auf· 
lösung der soeben aufgesttlllten IGl äquivalent (wir formulieren es der Einfach-
heit halber für y statt für q2): Man wähle eine Funktion y(OJ (.) und bestimme 
mit Hilfe von 
1 
y!1l(a) = F(a) + ;.1 K(a, r)y(ol(.)dr 
« 
eine neue Funktion y(1) (a); mit Hilfe von 
1 
y(21(a) = F(a) +;.1 K(a, r) y(l)(r) d. 
« 
eine weitere Funktion y<21 (a), allgemein eine Funktionenfolge y(ml (a) durch 
1 
y(ml (a) = F«(J) + ;. f K«(J,.) y(m-ll (-r) dr. 
« 
Wenn diese Folge konvergiert, löst die Grenzfunktion 
y(a) = linI yCml (a) 
m~oo 
die IGl. Zur Konvergenzuntersuchung setzen wir an: 
y<ml«(J) = y(a) + L!(mIY«(J); 
L!("" Y«(J) ist also die Abweichung der m-ten Näherungsfunktion von der wahren 
Lösung. Für diese Abweichungen ergibt sich: 
1 
L!!m) Y «(J) = ). I K (a, r) L!(m-II Y (r) dr. 
« 
Für m> 0 sind die L!(mly nach den Eigenfunktionen y.(u) entwickelbar: 
L!(m)Y«(J) = 2'a~")Yi{(J). 
;=1 
. Diese ~ihen ko~vergieren ebenfalls gleichmäßig und absolut. Berücksich-
tIgt. m~ die Entwic~ung des Kernes K (a,.) nach seinen Eigenfunktionen 
SOWIe die OrthonormIerungsbedingungen, so entsteht: 
~ Iml 00 1 'm-II 
...:. a. Yi(a) = 2' r: a. y.(a) , 
.=1 .=1 • 
und hieraus schließt man leicht für die Entwicklungskoeffizienten ~"'I: 
a~"l 1 (",-li 
• =~a. , 
und weiter: 
Iml ( 1 )"'-1 (1) a, = ··ii tJ(. 
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Es wird somit 
I 
,~IÄI (1) j(mly(a) I = ~ ).. ·1 ai Yi(a) I· 
i=l t 
Der zweite Faktor in der Summe ist beschränkt, es ist daher offensichtlich 
dann und nur dann lim I j(m1y(a)1 = 0 wenn I Al< Al ist. Dann und nur dann 
m ..... oo 
also, wenn I AI = I_y 2 kleiner ist als der erste Eigenwert Al der homogenen 
IGl [und damit auch des homogenen DGl-Systems (a), (b)], konvergiert 
das Iterationsverfahren. Je nach Lage der Dinge hat man nun verschiedene 
Möglichkeiten, die Konvergenz zu prüfen (d.h. Aussagen über den kleinsten 
Eigenwert Al zu machen). 
[I] Exakte Be8timmung des er8ten Eigenwertes 
Ist die Plattensteifigkeit konstant, so sind die Lösungen des homogenen 
DGl-Systems: 
q 1 i = co; . I + CH • e2 + C2 i . COS [Y 1: - y 2 ln e] + Ca; • sin [V A; - v2ln Q] . 
Die Eigenwerte Ai ergeben sich aus den Randbedingungen. So bekommt man 
beispielsweise für den Fall der Abb. 3 die Eigenwertgleichung 
sin [Yi;-=~lna] = 0, 
woraus sich AI zu 
ergibt. 
Die Konvergenzbedingung : I - v2 < Ä.I geht damit über in eine Be-
dingung für den Innenradius der Platte: 
Das Iterationsverfahren konvergiert dann und nur dann, wenn 
a> e Vl-2.Z 
ist, z. B. für y = 0,3 : a > 0,0312. 
Dieselbe Eigenwertgleichung hat auch der Fall der Abb. 2, III, konstante 
Plattensteifigkeit vorausgesetzt. Schließlich sei noch die im Innenrand freie, 
im Außenrand eingespannte Platte konstanter Steifigkeit erwä.hnt, deren 
Eigenwertgleichung : 
y.tg[Yi;-y2ln~l = fÄ.-r 
sich in die Bedingung 
1 YI-202 
-== - arctg-
a > e Vi-I" .. 
umsetzen Iä.ßt. 
Im allgemeinen wird es nicht möglich sein, den 1. Eigenwert exakt zu 
finden; sei es, daß, bei mehrfach statisch oder kinem&tisch unbestimmten 
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Stützungen, die Eigenwertgleichung zu kompliziert w~d, sei es, daß die 
Plattendicke veränderlich (z.B. numerisch vorgegeben) 1st. Man muß dann 
Näherungsverfahren benutzen. 
[II] Untere Grenze für den ersten Eigenwert 
Man kann den ersten Eigenwert nach unten hin abschätzen, indem man die 
Entwicklung des Kerns K(cr, T) nach seinen (orthonomierten) Eigenfunktionen 
benutzt. Diese liefern nämlich 
1 00 1 f K(u,u)dcr = 2: ---:; 
« ;=1 )., 
und hieraus gewinnt man sofort die Abschätzung: 
1 Al > -1--~-
f K(u,lJ)da 
« 
und damit ein Konvergenzkriterium, das zwar sehr grob, aber für unsere 
Zwecke insofern brauchbar ist, als die Abschätzung nach der richtigen Seite 
hin erfolgt: Das Iterationsverfahren konvergiert sicher, wenn 
1 1 _,,2< -,1----
f K(IJ, a)dlJ 
« 
ist. 
[ITI] Obere Grenze für den ersten Eigenwert 
Zur Abschätzung nach oben hin benutzt man zweckmä.ßig das V.P. (B), 
kombiniert mit dem Ritzsehen Verfahren: Man setzt mit vorgegebenen 
Funktionen !;(e) an: 
.. 
q2ft (e) = 2: AlMe} 
;=1 
und berechnet durch Integration der DGl 
p~ -~P". = -Ä ()(e) qi1l 
I!' !! 
eine Funktion 
.. 
Pa.. = Ä J: Ajg.(e)· 
i==l 
.Bei dieser Integration sind die Randbedingu:ngen für Umfangsmoment und 
UmfangBkraft Z1l beachten. Nachdem man qflJa und P2ii in das V.P. (B) ein-
. g~ ~t, erfiillt m~ ~e ExtrernlllllSforderung im gegebenen Funktionen-
bereich, indem man (Im Smne eines gewöhnlichen Extrem1UllSproblems) nach 
den Konstanten Ai differenziert und das ErgebDiagleieh Null setzt. Mall 
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erhält so lineare Gleichungen für die A k : 
n [1 1] i~ Ai J {}~Q) fdkde -Ä J €!~~;)de = 0 
a a 
(k = 1, ... ,n), 
deren Determinante verschwinden muß, wenn die A k von Null verschieden 
sein sollen. Die so entstehende Gleichung nten Grades für Ä hat genau n-
Wm-zeln Xl' ... I", von denen 'sich zeigen läßt, daß sie alle reell sind und 
positiv, wenn a > 0 ist. Die kleinste dieser Wurzeln, Xl' ist eine obere Grenze 
für den ersten Eigenwert Äl . Da das Ritzsche Verfahren La. sehr gute Nähe-
rungswerte gerade für den ersten Eigenwert liefert, ist es für unseren Zweck 
gut brauchbar, obwohl die Abschätzung nach der falschen Seite hin erfolgt. 
In der Nähe der Konvergenzgrenze wird man ohnehin das Iterationsverfahren 
verlassen und zu anderen Methoden greüen, wie sie vom Verfasser 80.80.0. 
entwickelt worden sind. 
Um für die praktische Brauchbarkeit des Iterationsverfahrens eine Ver-
gleichsmöglichkeit zu geben, seien hier die zahlenmäßigen Ergebnisse einer 
Iteration für einen Fall mitgeteilt, der auch exakt gerechnet werden kann *). 
Eine im Außenrand eingespannte, im Innenrand freie Ringplatte kon-
stanter Dicke (R = 50 cm, a = 15 cm, h = 1 cm) sei gleichmäßig mit 
Per) = 0,3 kg2 belastet. Elastische Konstanten: E = 2· lOS kg/cm2, 'J' = i. 
cm 
Für die Bezugssteifigkeit Nt erhält man: Nt = 2n·!f . lOS kgcm, und 
ferner ist P* (e) = 2 n R . 0,3 e kg = 2n . 15 kg/cm, so daß I (e) = 0,2 . e wird. 
cm 
Die exakten Funktionen ql (e), q2(e)· Pt (e), PaCe), von denen aus man leicht 
zu den physikalischen Größen wer), w'(r), m,.(r), Pr{r) übergehen kann, sind in 
der' folgenden Tabelle zusammengestellt: 
e H)2· q! (e) lQ2. q2(e) lOp!· (e) 1()2· Pt(€!) 
0,3 0,2682 -:-0,5326 0,0 0,0 
0,4 0,2189 -:-0,5000 -:-0,07 -:-0,1035 
0,5 0,1675 -:-0,4878 -:-0,16 -:-0,0963 
0,6 0,1196 -:-0,4665 -:-0,27 +0,0368 
0,7 0,0751 -:-0,4189 -:-0,40 0,3172 
0,8 0,0372 -:-0,3322 -:-0,55 0,7687 
0,9 0,0103 -:-0,1957 -0,72 1,416 
1,0 0,0 -:-0,0 -:-0,91 2,283 
Das Iterationsverfahren konvergiert für a > 0,254; Hier ist a = 0,3; man 
wird daher schlechte Konvergenz erwarten müssen. Tatsächlich zeigen die 
ersten beiden Iteration.sschritte ein so ungiinstigeg Konvergenzverha.lten, daß 
es sich als notwendig erwies, nach jedem Schritt eine einfache Mittelbildung 
einzuschalten. Die Iteration konnte dann in wenigen Schritten beendet werden. 
Die Integrationen wurden numerisch mit Hilfe der Simpsonschen Regel 
(Interva.llbreite Li e = 0,1) durchgeführt. ' 
*) VgI. z.B. K. Beyer. Statik im Eiaenbetonbau. Bd. n. Bedin 1934. ' 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00046407
106 W. Günther, Iterationsverfahren zur gleichz. Berechnung d. Beanspruchungsgr ...• 
Ergebnisse der einzelnen Iterationsschritte : 
110" . q4°) , Mittel- I 10" . p!l) H)2. p~2) 10" . q~2) I bildung (1): 10" . p43) e !. H)2 
[q~l)+ q42)] . 
0,3 0,0 1-0'9995 0,0 -0,1798 -0,5897 0,0 0,4 0,0343 -0,9081 1-0,2247 -0,1966 -0,5524 -0,1204 
0,5 0,1539 -0,8249 -0,3021 -0,2414 -0,5332 -0,1231 
0,6 0,0 0,3826 1-0,7308 -0,2347 -0.2769 -0,5039 -0,0004 0,7 0,7441 -O,6118 +0,0014 -0,2832 -0,4475 +0,2752 
0,8 1,2612 -0,4565 0,4167 1-0,2458 -0,3512 0,7200 0,9 1,9568 -0,2554 1,0423 -0,1550 -0,2052 1,3655 
1,0 2,8534 0,0 1,8910 0,0 0,0 2,2287 
Mittel- I I }fittel- I 1000·qiID) e 10" . q43 ) bildung (II): 102 • p44 ) 10" - q44 ) bildung (IH): H (1) + 10" q43 )] ![(II)+ 10"·q~4)1 
0,3 
-0,4666 ! -0,5282 0,0 -0,5265 -0,5274 0,2685 
0,4 
-0,4592 -0,5058 -0,1056 -0,4951 -0,5005 0,2174 
0,5 
-0,4541 
I 
-0,4937 -0,0987 -0,4833 -0,4885 0,1679 0,6 
-0,4408 -0,4724 +0,0319 -0,4632 -0,4678 0,1200 0,7 
-0,4003 -0,4239 0,3127 -0,4163 --{),4201 0,0753 0,8 
-0,3204 
I 
-0,3358 0,7620 -0,3306 --{),3332 0,0373 0,9 --{),1901 
-0,1977 1,4099 -0,1948 --{),1963 0,0103 1,0 0,0 0,0 2,2716 0,0 0,0 0,0 
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